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Not everything that can be counted counts,
and

not everything that counts can be counted.

Albert Einstein

1. Wprowadzenie

Odkad komputery zbladzily pod strzechy, takze w statystyce mozna wigcej uwa-
gi przeznaczyC na myslenie niz na liczenie. Prezentowany wyktad nie jest jeszcze
jednym podrecznikiem statystyki matematycznej; jest juz ich dostatecznie du-
zo — w Literaturze sa wymienione te najnowsze i najtatwiej dostepne w jezyku
polskim. W naszym wyktadzie bedziemy méwili o sprawach, ktére w tych pod-
recznikach rzadko sa poruszane.

Gdy bedziemy méwili o konstrukgji testu do weryfikacji hipotezy statystycz-
nej, zasadnicza role bedziemy przypisywali hipotezie alternatywnej. Juz na po-
czatku wprowadzimy pojecie mocy testu statystycznego i pokazemy, jak rzut oka
na funkcje mocy pozwala wybraé, na przyktad, odpowiedni test Studenta (test
prawostronny, lewostronny lub dwustronny). Rozwazajac estymatory punktowe
natychmiast bedziemy podnosili kwesti¢ oceny ich doktadnosci; za odpowiednie
do tego narzedzie wybierzemy przedzialy wfnosci. Zeby nie zaciemniaé wyktadu
bardziej ztozonymi modelami statystycznymi, dla demonstracji najwazniejszych
idei statystyki matematycznej zajmiemy si¢ prostym i intuicyjnie dla kazdego
oczywistym statystycznym modelem pomiaru. Rozumiemy przez to nastepuja-
ca sytuacje. Mamy zmierzy¢ pewna nieznana wielkos¢ liczbowa u. Wykonujac
pomiar otrzymujemy wynik X, ktory r6zni si¢ od u o blad losowy ¢; mamy
wiec wynik X = u+ ¢ i na tej podstawie chcemy odpowiedzie¢ na rdzne pytania
dotyczace . Sytuacja jest bardzo ogdlna. W tym schemacie miesci si¢ zardwno
pomiar dtugosci lub cigzaru jakiegos fizycznego obiektu, jak tez przecigtny czas
zycia lub przecigtna cena danego papieru na gieldzie; wowczas ,,btad losowy” ¢
jest po prostu odchytka wielkosci indywidualnego obiektu od wielkosci przecigt-
nej (na przyktad sredniej lub mediany) dla catej populagji.

Rutynowe postepowanie polega na wielokrotnym powtdrzeniu pomiaru X
1 wnioskowaniu o nieznanym parametrze u na podstawie jakiegos usrednienia
otrzymanych wynikdéw pomiaréw. Liczbe powtdrzen pomiardw w catym wy-
ktadzie bedziemy oznaczali przez n, a poszczegdlne pomiary przez X;,...,X,,.
Mamy wigc obserwacje

Xj:y+5]», 1=1...,nm,
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gdzie e4,...,¢, jest ciagiem niezaleznych btedow losowych o takim samym roz-
ktadzie, powiedzmy o dystrybuancie F. Jezeli o rozkladzie F nic nie wiemy,
to oczywiscie na podstawie obserwacji Xj,...,X,, nic nie potrafimy powiedzie¢
o mierzonej wielkosci u. W odpowiednim miejscu powiemy o sytuacji, w ktérej
zwielokrotnianie liczby 7 pomiaréw nie ma sensu lub nawet moze psu¢ wyniki
wnioskowania.

W wyktadzie omawiamy cztery, coraz bardziej ogdlne modele statystyczne
pomiaru. W pierwszym z nich rozwazamy wnioskowanie o parametrze yu, gdy
wiadomo, ze btad losowy ¢ ma standardowy rozktad normalny o sredniej réw-
nej zeru i znanej wariancji ¢ (znanym odchyleniu standardowym o). Oznacza-
my ten rozktad przez N(0,0). Odchylenie standardowe o reprezentuje tu do-
ktadnos¢ pomiaru (rozrzut, rozproszenie wokot wartosci y, precyzje przyrza-
du pomiarowego). Jest to elementarna czes¢ wyktadu, raczej wszystkim znana,
ale bardzo istotna, bo wtasnie tu, na tym elementarnym technicznie poziomie,
wprowadzamy oznaczenia i pojecia, ktérymi bedziemy si¢ pdzniej intensywnie
postugiwac. Drugi model rézni si¢ tylko tym od pierwszego, ze odchylenie stan-
dardowe o nie jest znane i dla wnioskowania o wielkosci ¢ bedziemy najpierw
musieli oszacowac o na podstawie obserwacji Xj,...,X,,. Trzeci z rozwazanych
dalej modeli to model ze znanym rozkiadem F, juz niekoniecznie rozktadem
normalnym. Motywacja wynika ze wspdtczesnych zastosowan statystyki mate-
matycznej w finansach, ubezpieczeniach i ekologii; wystepuja tu rozklady, w kté-
rych prawdopodobienstwo pojawienia si¢ bardzo duzych obserwacji jest znacz-
nie wigksze niz jest to realnie mozliwe w modelach gaussowskich. Rozktady te
moga nie mieC wartosci oczekiwanej, a srednia arytmetyczna obserwacji moze
by¢ bardziej rozproszona wokot estymowanej wielkosci u niz pojedyncza obser-
wacja. W takich modelach postugiwanie si¢ standardowymi miarami, takimi jak
srednia i wariancja, nie znajduje zadnego uzasadnienia. Czwarty model to model
z nieznanym rozkladem F. W tym przypadku o rozktadzie F bedziemy zakfadali
tylko tyle, Ze jest to rozktad z ciagly i scisle rosnaca dystrybuanta.

To, co do tej pory méwilismy o rozktadzie prawdopodobienstwa, dotyczy
tylko rozktadu prawdopodobienstwa btedu losowego . Faktycznie interesuje
nas rozktad prawdopodobienistwa obserwacji X, a ten r6zni si¢ od rozkladu F
bledu ¢ , przesunieciem” u. Rozklad obserwacji X bedziemy oznaczali przez F,.
W rozwazanym modelu mamy F,(x) = F(x — ). Wielkosci u nie znamy —
wiasnie mamy j3 oszacowac. Wobec tego rozktad prawdopodobienstwa obserwa-
cji X takze nie jest znany. Jezeli interesuje nas jakies zdarzenie losowe zwiazane
z obserwacja X, na przyklad zdarzenie {X > 0} polegajace na tym, ze w wy-
niku pomiaru otrzymamy wartos¢ dodatnia, to na pytanie o prawdopodobien-
stwo tego zdarzenia nie ma jednoznacznej odpowiedzi, dopdki nie sprecyzujemy
wielkosci . Formalnie ujmujemy to zapisem P {X > 0}, pamietajac o tym,
ze w statystyce matematycznej nie ma jednego prawdopodobienistwa; w danym
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przypadku jest ich tyle, ile réznych wartosci u w naszym modelu bierzemy pod
uwage. Mowiac ogolnie, w statystyce matematycznej mamy cala rodzing praw-
dopodobienstw i trzeba zawsze wyjasni¢, z ktdrym (z ktérymi) z nich mamy
whasnie do czynienia. Stuzy temu dodatkowy indeks przy symbolu P lub, gdy
mdwimy o wartosciach oczekiwanych, przy symbolu E. Indeks staje si¢ niepo-
trzebny, gdy wiadomo, z jakim rozkladem mamy do czynienia. Na przyklad,
gdy méwimy o prawdopodobienstwie zdarzenia polegajacego na tym, ze zmien-
na losowa chi-kwadrat o v stopniach swobody (oznaczamy ja przez y?) nie prze-
kroczy x, napiszemy P{y? < x }, bo ta zmienna ma jednoznacznie okreslony
rozktad (patrz rozdz. 2.2.2).

Najwazniejszy w calym wykladzie jest rozdziat 2.1. Wprowadzamy w nim
i komentujemy wszystkie potrzebne pdzniej pojecia (estymator, przedziat uf-
nosci, test statystyczny, moc testu, poziom krytyczny testu). W istocie rzeczy
w dalszej czesci wyktadu powtarzamy rozumowania z tego rozdziatu dla coraz
bardziej ztozonych (i blizszych zyciu) modeli statystycznych.

W wyktadzie nie ma duzo rachunkow. Rozktad normalny, rozklad beta, nie-
centralny rozklad ¢ Studenta i in. traktujemy jak pojecia, dla ktorych w licznych
1 tatwo dostepnych pakietach komputerowych istnieja oprogramowania za po-
moca funkgji standardowych danego pakietu. Jezeli mowimy, na przyktad, ze
B(x; p,q) jest wartoscia dystrybuanty rozktadu beta o parametrach p,g w punk-
cie x, to zakladamy, ze Czytelnik w razie potrzeby potrafi dowiedzie¢ si¢ od
swojego komputera, ile to wynosti dla danych x, p,q.

Zaktadamy, ze Czytelnik zna podstawowe fakty z teorii prawdopodobien-
stwa 1 statystyki na poziomie przynajmniej jednej z ksiazek wymienionych
w Literaturze. Na przyklad w rozdz. 2.1.2 piszemy, bez zadnego dodatkowe-
go komentarza: ,poniewaz obserwacja X ma rozktad N(u,0), to srednia X,
jest zmienna losowa o rozktadzie normalnym N(u, 0/ /1), czyli y/n(X, — u)/o
jest zmienna losowa o rozkfadzie normalnym N(0, 1) 1 dla dowolnie wybranego
y €(0,1) mamy )

P AIWn(X, =)o S 24t =71
gdzie z,, jest kwantylem rzedu o rozktadu normalnego N(0,1)”. Zaktadamy, ze
zadne dodatkowe wyjasnianie nie jest potrzebne.



